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�ásticové modely plazmatu
Výpo£et síly
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�ásticové modelování - úvod

Modelování pohybu Np £ástic se zapo£tením vzájemného silového p·sobení
�e²íme rovnice

Pohybové

drrr i
dt

= vvv i ;
dvvv i
dt

= aaai ; i = 1 . . .Np

Silové p·sobení

aaai =
1
m
FFF i

Astrofyzika - pohyb hv¥zd v galaxii - gravitace

Molekulární dynamika - atomy v molekulách / molekuly v látce � Lennard Jones a
sloºit¥j²í potenciály

Modelování plazmatu - nabité £ástice v plazmatu - elektrostatická interakce
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�ásticové modelování - úvod

Obvykle nás nezajímají p°esné trajektorie, ale statistický popis
P°esným popisem je tedy Boltzmannova kinetická rovnice

∂f

∂t
+ vvv · ∇f + aaa · ∇vvv f =

δf

δt

Lze interpretovat jako Monte-Carlo °e²ení Boltzmannovy rovnice - náhodné vzorkování
rozd¥lovací funkce pomocí �£ástic�

f (rrr ,vvv , t) →
Np∑
i=1

δ(rrr − rrr i )δ(vvv − vvv i )
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Molekulárn¥ dynamická simulace - struktura výpo£tu

Ekvivalentní výpo£tu potenciálu: FFF = −∇V

Výpočet síly F=-∇V

Pohyb částic r(t)→r(t+∆t)

Počáteční pozice ri

Typicky dvou£ásticový potenciál

V (rrr) =

Np∑
i=1

V2(rrr − rrr i )

Moºné i více£ásticové interakce - polarizace

Obvykle mnoho £ástic (Ns) v jedné super£ástici
Speciáln¥ pro elstat interakci, V = qϕ

∆ϕ = −ρ/ϵ0 (1)

Cílem je efektivní °e²ení Poissonovy rovnice (2).
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Metody výpo£tu síly

Ekvivalentní výpo£tu potenciálu: FFF = −∇V

Výpočet síly F=-∇V

Pohyb částic r(t)→r(t+∆t)

Počáteční pozice ri

Typicky dvou£ásticový potenciál

V (rrr) =

Np∑
i=1

V2(rrr − rrr i )

Moºné i více£ásticové interakce - polarizace

Obvykle mnoho £ástic (Ns) v jedné super£ástici
Speciáln¥ pro elstat interakci, V = qϕ

∆ϕ = −ρ/ϵ0 (2)

Cílem je efektivní °e²ení Poissonovy rovnice (2).
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Klasi�kace metod I

PP � particle-particle

P°ímý výpo£et potenciálu resp. síly

FFF j =
∑
i ̸=j

1
4πϵ0

qiqj
rrr2ji

rrr ji
|rrr ji |

; rrr ji = rrr i − rrr j

Ekvivalentní °e²ení Poissonovy rce. metodou Greenových funkcí

FFF = −q∇ϕ ; ϕ(rrr) =

∫
G (rrr − rrr ′)ρ(rrr ′)drrr ′

Výpo£etn¥ náro£né � O(N2
p)

Vhodné pro krátkodosahové síly O(Np)
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Klasi�kace metod II

PM � particle-mesh

Výpo£et potenciálu na m°íºi metodami pro °e²ení PDE

Metoda PIC � Particle-In-Cell

Pohyb částic
Monte Carlo srážky
r(t)→r(t+∆t)

Vzorkování

Interpolace

Řešení Poissonovy rce
(Δφ)ij=-ρij/ε0
Výpočet gradientu
Eij=-(∇U)ij

Výpočet ρij

Výpočet F(x)

Spojitý prostor Diskrétní mříž

Prostorové rozli²ení ur£ené váhovými funkcemi W

Konvolu£ní metody
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Klasi�kace metod III

P3M � particle-particle�particle-mesh

Ewaldova sumace

Rozd¥lení interakce na krátkodosahovou a dalekodosahovou �hladkou� sloºku

fff = fff sr + fff lr

Krátkodosahová síla - sta£í se£íst p°ísp¥vky £ástic v okolí

Dalekodosahová síla - sta£í se£íst nízkofrekven£ní £leny Fourierovy °ady - hrubá m°íº

P°.: �ástice kone£né velikosti
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Klasi�kace metod IV

Stromové (hierarchické) algoritmy
Barnes-Hut a rychlá multipólová metoda (FMM)

�ástice uloºeny v listech stromové struktury

Blízké £ástice jsou zapo£ítány p°esn¥

Vzdáledné £ástice jen p°ibliºne ve skupinách - nad°azené uzly stromu

Barnes-Hut - kaºdý uzel má jenom �t¥ºi²t¥� O(Np log(Np))

FMM - multipólový rozvoj potenciálu v kaºdém bod¥ O(Np)
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Stromový algoritmus Barnes-Hut
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Barnes-Hut

Datová struktura

1D Binární strom

2D Quadtree

3D Octree

P°íklad: 2D Barnes-Hut

Ko°en stromu - pracovní oblast

4 potomci uzlu - 4 kvadranty dané oblasti
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Konstrukce stromu

Tvar stromu ur£en rozloºením £astic

Kaºdý list obsahuje maximáln¥ jednu £ástici

Kaºdý uzel obsahuje informaci o své hmotnosti a poloze svého t¥ºi²t¥
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Výpo£et síly I

Za£íná se od ko°enu
Pokud Rozm¥r uzlu s/ vzdálenost uzlu d > θ ⇒

• Vypo£ti síly od jeho potomk·

Jinak zapo£ti sílu od t¥ºi²t¥ uzlu

d

s

s
d
__<θ
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Výpo£et síly II

P°esnost ur£ena parametrem θ (opening angle):
θ = 1 originální Barnes-Hut
θ → 0 konverguje k p°ímému výpo£tu PP algoritmem

P°i pouºití makro£ástic se pouºívá �zm¥k£ení� silové interakce - vyhlazování: 1 £ástice ∼
hv¥zdokupa

Potenciál 1/r → 1/
√
r2 + ϵ2, £ástice o polom¥ru ϵ

Zamezuje vzniku nefyzikálních �dvojhv¥zd�
Sniºuje nefyzikální oh°ev

d

s

s
d
__<θ
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Poznámky

P°irozené jsou �otev°ené� okrajové podmínky: ϕ(xxx)
|x |→∞−−−−→ 0

Jiné okrajové podmínky - komplikované, ale moºné s vyuºitím �ktivních náboj· a dipól·
na okrajích - boundary integral

Výpo£etní náro£nost O(Np log(Np))

Rychlá multipólová metoda uchovává v kaºdém uzlu víc informace - multipólový rozvoj
potenciálu - náro£nost O(Np)
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PM particle-mesh algoritmy (PIC)
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P°ipomenutí Particle-In-Cell

Diskretizace v prostoru poloh � £ástice mají efektivn¥ kone£ný rozm¥r daný váhovou funkcí

Mohou být r·zné dimenze modelu v polohách a rychlostech, nap° 1D1V, 1D3V, 2D3V,. . .

Pohyb částic
Monte Carlo srážky
r(t)→r(t+∆t)

Vzorkování

Interpolace

Řešení Poissonovy rce
(Δφ)ij=-ρij/ε0
Výpočet gradientu
Eij=-(∇U)ij

Výpočet ρij

Výpočet F(x)

Spojitý prostor Diskrétní mříž

Terminologie

Dimenze m°íºe d

Po£et uzl· m°íºe Ng = nd

Po£et £ástic plazmatu Nplasma

Po£et £ástic v simulaci Np = Nplasma/Wp

Vzdálenost uzl· h

Objem Bu¬ky Vh

Jednotková matice I
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P°íklad: 1D PIC algoritmus pro výpo£et síly

Vzorkování ρ(x) → ρi

ρni =
Wp

Vh

Np∑
k=1

qkSsamp(x
n
k − xi )

Poissonova rovnice
ϕn
i−1 − 2ϕn

i + ϕn
i+1

h2
= −

ρni
ϵ0

En
i = −

ϕn
i+1 − ϕn

i−1

h

Interpolace

F (xnk ) = qk

Ng∑
i=1

Sinter(x
n
k − xi )E

n
i
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PIC algoritmus - Váhové (tvarové) funkce

Hierarchie váhových funkcí W = Π(x/h) ∗ S(x)
Obdélníková funkce Π(x) = 1 pro x ∈ [−1/2, 1/2], jinak 0

Nearest grid point (NGP)

W (x) = Π
(x
h

)
Cloud in cell (CIC)

W (x) =
1
h
Π
(x
h

)
∗ Π

(x
h

)
Triangular shaped cloud (TSC)

W (x) =
1
h2

Π
(x
h

)
∗ Π

(x
h

)
∗ Π

(x
h

)

-h h0

NGP

-h h0

CIC

-h h0

TSC
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PM algoritmus - Volba váhové funkce

Poºadujeme zachování hybnosti: Fself = 0, F12 = −F21 ⇒
Stejné schéma pro interpolaci a vzorkování Wsamp = Winter

Symetrické diferen£ní schéma pro aproximaci derivací

Funkce vy²²ích °ád· mají niº²í rozli²ení a men²í ²um

Alternativn¥ - metoda kone£ných prvk· (Minimalizace akce)

Funkce vy²²ího °ádu pro vzorkování neº pro interpolaci

Exaktní zachování energie, ale nezachovává hybnost

�ástice p·sobí sama na sebe
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PIC algoritmus - okrajové podmínky

Vodi£
Dirichletovy O.P. na potenciál
Neutralizuje/pohlcuje nabité £ástice
simulace obvodu

Plazma
Mohou být Dirichletovy O.P. na potenciál
Injekce nabitých £ástic - ze známého rozd¥lení nebo z
nezávislé simulace objemu
Lze realizovat zrcadlovými nebo periodickými podmínkami

Dielektrikum
Plovoucí potenciál
Akumulace nabitých £ástic na povrchu

[Birdsall 1991]
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PIC algoritmus - diagnostika

Nelze zaznamenat kompletní vývoj modely
Nutné p°edem speci�kovat sledované veli£iny

Toky £ástic vybranými plochami - nap°. proud na elektrodu
Rychlostní / energetická rozd¥lení ve vybraných oblastech
Snapshoty / snímky simulace - kompletní stav systému ve
vybraných £asech

[Birdsall 1991]
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PIC algoritmus - Dal²í komentá°e

Sráºky s neutrály - MC simulace, spojitá poza¤ová koncentrace

Coulombické sráºky nabitých £ástic - vzájemné, lokální

Vyuºití symetrie - výpo£ty ve válcových / sférických sou°adnicích.

Elektromagnetické kódy - plné °e²ení MXW rovnic na rozdíl od elstat vý²e
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�e²ení Poissonovy rovnice

Uvaºujeme metodu kone£ných diferencí

ϕi−1 − 2ϕi + ϕi+1

h2
= −ρi

ϵ0

Lze zapsat jako KU = F

[−2 1
1 −2 1

. . .
1 −2 1

1 −2

]
·

 ϕ1
ϕ2
...
ϕN

 = −h2

ϵ0

 ρ1
ρ2
...

ρN−1
ρN

−


ϕ0
0
...
0

ϕN+1


Ve 2D bloková matice K2D[ K−2I I

I K−2I I
. . .

I K−2I I
I K−2I

]
·

 U1
U2
...
Un

 =

 F1
F2
...
Fn
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Obecné metody: p°ímé / itera£ní

Gaussova eliminace

Pouºitelné pouze v 1D - Thomas·v algoritmus O(Ng )

Ve 2D - náro£nost O(N2
g ) - nevhodné

Relaxa£ní metody

Po£áte£ní odhad ϕ0

Jacobiho metoda (J)

ϕn+1
i =

ϕn
i−1 + ϕn

i+1

2
+

h2ρi
2ϵ0

Gauss Seidelova metoda (GS)

ϕn+1
i =

ϕn+1
i−1 + ϕn

i+1

2
+

h2ρi
2ϵ0
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Princip relaxa£ní metody

Systém KU = F , preconditioner P ≈ K

P takové, aby ²lo invertovat, Jacobi - diagonála, GS - dolní trojúhelník

PU = (P − K )U + F

Iterace (itera£ní matice M = P−1(P − K ))

PUk+1 = (P − K )Uk + F

Uk+1 = MUk + P−1F

Redukce chyby ek = U − Uk :
Pek+1 = (P − K )ek

ek+1 = Mek

Metoda konverguje, pokud spektrální polom¥r ρ(M) < 1
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Superrelaxa£ní metoda (SOR) I

Jacobi i GS jsou pomalé - po£et iterací ∼ N
2/d
g

Successive OverRelaxation - SOR

Lze urychlit relaxaci zv¥t²ením relaxa£ního kroku faktorem ω

r =
ϕn
i−1 − 2ϕn

i + ϕn
i+1

2
+ h2

ρi
2ϵ0

ϕn+1
i = ϕn

i − ωr

Volba ω - �eby²evovo urychlení

ω(0) = 1

ω(1/2) = 1/(1− ρ2/2)

ω(t+1/2) = 1/(1− ρ2ω(t)/4)

ω(∞) → 2/(1+
√
1− ρ2)

�achovnicový vzor (odd-even ordering)

Spektrální polom¥r (J) ρ = cos(π/n)

Zabra¬uje po£. p°ekmitnutí
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Superrelaxa£ní metoda (SOR) II

Pot°ebný po£et iterací ∼ N
1/d
g

By overcorrecting from xk to xk+1, hand calculators noticed that they could �nish in a few

weeks.

Stále pomalé, ale jiº pouºitelné pro 2D PIC, kde je dobrý po£. odhad.

Blokové metody

Successive Line OverRelaxation - SLOR

Namísto bodu °e²í celý °ádek (i n¥kolik °ádk·) najednou (Thomas·v algoritmus)

Urychlení konvergence o malý konstantní faktor ∼ 2
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Cyklická redukce

Na rozdíl od p°edchozích metod vyuºívá speciálních vlastností Poissonovy rovnice

1D p°íklad - rovnice pro 3 sousední body

ϕi−2 − 2ϕi−1+ϕi = Fi−1 (a)

ϕi−1−2ϕi + ϕi+1 = Fi (b)

ϕi − 2ϕi+1 + ϕi+2 = Fi+1 (c)

Se£tením °ádk· (a) + 2× (b) + (c) dostaneme

ϕi−2 − 2ϕi + ϕi+2 = Fi−1 + 2Fi + Fi+1

Redukujeme mnoºství rovnic na polovinu

Redukované rovnice mají stejný tvar a redukci lze opakovat

Náro£nost O(Ng log(Ng ))
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Cyklická redukce 2D

Stejný postup lze aplikovat na blokovou matici ve 2D[
A I
I A I

. . .
I A I
I A

]
·

 U1
U2
...
Un

 =

 F1
F2
...
Fn

 ; A = K − 2I

Se£tením °ádk· (a)− A · (b) + (c) dostaneme

Ui−2 − (A2 − 2I )Ui + Ui+2 = Fi−1 + AFi + Fi+1

Matice (A2 − 2I ) uº je 5-diagonální a dal²ími iteracemi roste zapln¥ní

Lze faktorizovat (A2 − 2I ) = (A−
√
2I )(A+

√
2I )
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Odbo£ka - vlastní £ísla matice K

Analogicky ke spojitému p°ípadu v 1D

0 Dirichletovy o.p. vlastní funkce jsou sin

Okrajové podmínky spl¬ují: zk(p) = sin( pkπ
N+1

)

Lze ov¥°it a získat vlastní £ísla dosazením do diferen£ního vztahu:
zk(p − 1)− 2zk(p) + zk(p + 1) = sin( pkπ

N+1
)
[
2 cos( kπ

N+1
)− 2

]
Potom vlastní £ísla

λk = 2 cos( kπ
N+1

)− 2

Normované vlastní vektory

zk(p) =
√

2
N+1

sin( pkπ
N+1

)

�t¥pán Rou£ka (MFF UK) Moderní po£íta£ová fyzika I (NEVF160) ZS2022 32 / 46



Roz²í°ení do 2D

Kronecker·v sou£in A⊗ B =

[
a11B ··· a1nB
...

. . .
...

an1B ··· annB

]
Matici 2. derivací ve 2D (na £tverci) lze zapsat jako K2D = K ⊗ I + I ⊗ K

Potom vlastní £ísla
λkl = λk + λl

Vlastní vektory
zkl(p, q) = zk(p)zl(q)
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Metoda Fourierovy transformace I

Ve spojitém p°ípad¥:

f̂ (k) =
∫
R f (x)e−2πιkx dx , df

dx → 2πιkf̂ (k)

Poissonova rce:

−4π2(k2x + k2y )ϕ̂ = − ρ̂

ϵ0

Funguje to i v diskrétním p°ípad¥? DFT

Potenciál lze rozloºit do Fourierovy °.:

ϕp =
1
N

n∑
k=1

ϕ̂ke
2πιpk/N

Speciáln¥ pro 0 Dirichletovy o.p. lze pouºít DST:

ϕp =
2

N + 1

N∑
k=1

ϕ̂k sin(
pkπ
N+1

)
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Metoda Fourierovy transformace II

DST ve vektorovém zápisu s uºitím bázových vektor· DST:

ϕ =
2

N + 1

N∑
k=1

ϕ̂ksk ; sk,p = sin( pkπ
N+1

)

Vidíme, ºe bázové funkce DST sk jsou shodné s vlastními vektory λk odpovídající matice
druhých derivací K . Proto:

Kϕ =
2

N + 1

N∑
k=1

ϕ̂kKsk =
2

N + 1

N∑
k=1

ϕ̂kλksk

Fourierova transformace matice K je matice vlastních £ísel Λ
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Metoda Fourierovy transformace III

Fourierova transformace matice K je matice vlastních £ísel Λ

Diskrétní Poissonovu rovnici lze transformovat:

Kϕ = F
FT−−→ K̂ ϕ̂ = F̂ → Λϕ̂ = F̂

Inverze Λ je triviální a dostáváme °e²ení v k-prostoru

ϕ̂k = ρ̂k

/[
2 cos( kπ

N+1
)− 2

]
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Metoda Fourierovy transformace IV

Výpo£etní náro£nost odpovídá náro£nosti FFT: O(N log(N))

Snadné zobecn¥ní do 2D a 3D
Jde o speciální p°ípad spektrální metody

Transformace soustavy do báze vlastních vektor·�obecn¥ pomalé, ale FFT je rychlé
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FACR

Fourierovu transformaci lze kombinovat s cyklickou redukcí

l krok· cyklické redukce následovaných FT � metoda FACR(l)

V 1D má redukovaný systém stejnou strukturu → jednoduché

Ve 2D, nap°. po jedné iteraci je rovnice pro x °ádek m°íºe

Ui−2 − (A2 − 2I )Ui + Ui+2 = F ′
i

Matice L = (A2 − 2I ) má diagonální FT → lze p°evést na

Ûi−2 − L̂Ûi + Ûi+2 = F̂ ′
i

Jde o nezávislý tridiagonální systém pro kaºdou frekvenci ve sm¥ru y

Rychlé °e²ení Thomasovým algoritmem
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FACR(*)

Existuje ideální volba po£tu iterací CR � minimalizace po£tu operací

P°ibliºn¥ r ≈ log2 log2 n

Po£et operací
4.5Ng log2 log2Ng

Zna£ení FACR(*)

�t¥pán Rou£ka (MFF UK) Moderní po£íta£ová fyzika I (NEVF160) ZS2022 39 / 46



Multigridy � konvergence Jacobiho metody

Problém Jacobiho metody � pomalá konvergence. Nap° v 1D:

Preconditioner � diagonální matice P = −2I

Itera£ní matice M = P−1(P − K ) = I + K/2

P°ipomínka � vlastní £ísla K : λk(K ) = 2 cos( kπ
N+1

)− 2

Vl. £. itera£ní matice
λk(M) = cos( kπ

N+1
)

Nízkofrekven£ní, ale i vysokofrekven£ní chyby konvergují pomalu
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Multigridy � vyhlazování

Vyhlazování - smoothed Jacobi (SJ),
M = I − ωD−1K = I + ωK/2, 0 < ω < 1

Vl. £. (SJ) (obrázek)
λk(M) = 1+ ω cos( kπ

N+1
)− ω

Pro obvyklou volbu ω = 2/3, vyhlazovací faktor 1/3

ϕn+1
i =

ϕn
i−1 + ϕn

i + ϕn
i+1

3
+

h2ρi
3ϵ0

Kvalitní vyhlazení je zabra¬uje aliasingu (!)
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Multigridy � princip

Konvergenci lze urychlit p°echodem na hrub²í m°íº
Vyskofrekven£ní chyby se vyhlazují na jemné m°íºi
Nízkofrekven£ní chyby se odstra¬ují na hrubé m°íºi

P°echody s pomocí operátor· restrikce R a prolongace P

Hierarchie m°íºí, vzorkování h, 2h, 4h, . . .

P°íklad v 1D

Ph
2h =

1
2


1
2
1 1
2
1 1
2
1

 ; R2h
h =

1
2
(Ph

2h)
T =

1
4

[
1 2 1

1 2 1
1 2 1

]
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Multigridy � v -cyklus

Postup °e²ení soustavy Au = b

1 N¥kolik iterací vyhlazování (proti aliasingu)
2 Restrikce residua rh = b − Auh na m°íº 2h podle r2h = R2h

h rh
3 Výpo£et chyby v potenciálu A2hE2h = r2h (p°ímý nebo itera£ní)
4 Prolongace Eh = Ph

2h a korekce potenciálu uh → uh + Eh

5 Vyhlazování

Redukovaná matice
A2h = R2h

h AhP
h
2h
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Multigridy

Sloºit¥j²í cykly - V -cyklus, W -cyklus, FMG

Pracuje se s korekcemi E namísto potenciálu u

Lze ukázat redukci chyby v jedné iteraci ≈ 1/10
Nezávisle na velikosti m°íºe
Iterace na hrubých m°íºích jsou levné
Náro£nost O(N) pro dosaºení dané chyby

D·leºitou sou£ástí MG je p°ímý °e²i£ na hrubé m°íºi

Pouºitelné pro obecné operátory a libovolné geometrie
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Metody pro °ídké matice

Obecné maticové metody

Vhodné jako p°ímý solver pro multigridy (také zvládají obecné geometrie a typy rovnic)

Minimum degree algoritmy - hledají permutaci A tak, aby po£et nenulových prvk· pod
diagonálou byl minimální

Knihovna UMFPACK

Transformuje matici A′ = PRAQ, P,Q: permuta£ní matice, R : diagonální ²kálovací
matice

Minimalizuje po£et nenulových prvk· v LU = A′
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Knihovna UMFPACK

Postup °e²ení
1 Analýza struktury matice, P,R,Q
2 Výpo£et rozkladu LU

3 Vy°e²ení rovnice Ax = b � rychlé

Datové struktury � row-indexed storage (Yale format)

Ax: hodnoty nenulových prvk·

Ai: °ádkové indexy i

Ap[j]: po£et nenulových prvk· v prvních j °ádcích � index j-tého °ádku v polích Ax , Ai
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Knihovna UMFPACK
P°íklad 2D Poissonova rovnice v UMFPACKu

l = 0;
Ap[0] = 0;
for(i=0; i<param.x_sampl; i++) //cislo radku

for(j=0; j<param.z_sampl; j++) //cislo sloupce

{
k = j + param.z_sampl*i;
if(grid.mask[i][j]== FIXED || grid.mask[i][j]== FIXED_RF)
// elektrody a okraje

{
Ax[l] = 1;
Ai[l] = k;
Ap[k+1] = Ap[k]+1;
l++;

}
else
{

Ax[l] = Ax[l+1] = Ax[l+3] = Ax[l+4] = 1.0;
Ax[l+2] = -4;
Ai[l] = k-param.z_sampl;
Ai[l+1] = k-1;
Ai[l+2] = k;
Ai[l+3] = k+1;
Ai[l+4] = k+param.z_sampl;
Ap[k+1] = Ap[k]+5;
l += 5;

}
}
(void) umfpack_di_symbolic (n, n, Ap, Ai, Ax, &Symbolic , NULL , NULL) ;
(void) umfpack_di_numeric (Ap , Ai, Ax, Symbolic , &Numeric , NULL , NULL) ;
umfpack_di_free_symbolic (& Symbolic) ;
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