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Casticové modely plazmatu
Vypocet sily
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Casticové modelovani - Gvod

Modelovani pohybu N, Eastic se zapoctenim vzajemného silového piisobeni

Resime rovnice

Pohybové
dr; dv;
T g A i=l N
Silové pasobeni
1
aj = *F,‘
m

@ Astrofyzika - pohyb hvézd v galaxii - gravitace

@ Molekularni dynamika - atomy v molekulach / molekuly v latce — Lennard Jones a

sloZitéjsi potencialy

o Modelovani plazmatu - nabité Castice v plazmatu - elektrostaticka interakce

Stépan Roucka (MFF UK)
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Casticové modelovani - Gvod

Obvykle nas nezajimaji presné trajektorie, ale statisticky popis
Pfesnym popisem je tedy Boltzmannova kineticka rovnice

of 5F
5 TV Vita V=

Lze interpretovat jako Monte-Carlo FeSeni Boltzmannovy rovnice - ndhodné vzorkovani
rozdélovaci funkce pomoci “Gastic,,

NP
f(r,v,t) — Z&(r —r)5(v — v;)
i=1
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Molekularné dynamicka simulace - struktura vypoctu

Ekvivalentni vypoctu potencialu: F = -VV

e Typicky dvoucasticovy potencial

|Poééteén|' pozice r; |

Np
—>| Vypocet sily F=-VV| v(r) = Z; Va(r —ri)
Y =

| Pohyb ¢éstic r(t)-r(t+AD)|

@ Mozné i vice€asticové interakce - polarizace
L ]

@ Obvykle mnoho &astic (Ns) v jedné supercastici
@ Specialné pro elstat interakci, V = q¢

Adp = —p/eo (1)

o Cilem je efektivni feSeni Poissonovy rovnice (2).

Stépan Roucka (MFF UK) Moderni pocitacova fyzika | (NEVF160)

252022 5/46



Stépan Roucka (MFF UK) Moderni pocitacova fyzika | (NEVF160)

Metody vypoctu sily

Ekvivalentni vypoctu potencialu: F = -VV

e Typicky dvoucasticovy potencial

|Poééteén|' pozice r; |

Np
—>| Vypocet sily F=-VV| v(r) = Z; Va(r —ri)
Y =

| Pohyb ¢éstic r(t)-r(t+AD)|
—

@ Mozné i vice€asticové interakce - polarizace

@ Obvykle mnoho &astic (Ns) v jedné supercastici
@ Specialné pro elstat interakci, V = q¢

Adp = —p/eo (2)

o Cilem je efektivni feSeni Poissonovy rovnice (2).
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Klasifikace metod |

PP — particle-particle

e Primy vypocet potencialu resp. sily

3 1 qig; rji
Fi= 4me rzj |rJ‘ A
iz o i

@ Ekvivalentni Feseni Poissonovy rce. metodou Greenovych funkci
F=—qV¢; o(r)= / G(r —r')p(r')dr’

@ Vypocetné narocné — O(Ng)
@ Vhodné pro kratkodosahové sily O(N,)
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Klasifikace metod Il

PM - particle-mesh
@ Vypocet potencialu na mfizi metodami pro feseni PDE
@ Metoda PIC — Particle-In-Cell

Spojity prostor Vzorkovani Diskrétni mriz
Pohyb ¢astic —'I Vypocet p; |—> Regeni Poissonovy rce
Monte Carlo srazky (A@)j=-pil€o
r(t)=>r(t+At) Interpolace Vypocet gradientu

<—| Vypocet F(x) 1‘— E;=-(VU);

@ Prostorové rozliseni uréené vahovymi funkcemi W

@ Konvoluéni metody
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Klasifikace metod Il

P3M - particle-particle—particle-mesh

o Ewaldova sumace

Rozdéleni interakce na kratkodosahovou a dalekodosahovou “hladkou, slozku

fF=F +flr

Kratkodosahova sila - staci secist prispévky Castic v okoli

Dalekodosahova sila - staci secist nizkofrekvencni ¢leny Fourierovy fady - hruba mfiz

Pr.. Castice kone&né velikosti
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N
Klasifikace metod IV

Stromové (hierarchické) algoritmy
Barnes-Hut a rychld multipélova metoda (FMM)

o Castice ulozeny v listech stromové struktury
Blizké Castice jsou zapocitany presné
Vzdaledné Castice jen pfiblizne ve skupinach - nadfazené uzly stromu

Barnes-Hut - kazdy uzel ma jenom “tézisté, O(N, log(N,))

FMM - multipélovy rozvoj potencialu v kazdém bodé O(N,)
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Stromovy algoritmus Barnes-Hut
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Barnes-Hut

Datova struktura Priklad: 2D Barnes-Hut

1D Binarni strom ~ .
@ Koren stromu - pracovni oblast

2D Quadtree

@ 4 potomci uzlu - 4 kvadranty dané oblasti
3D Octree
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Konstrukce stromu

@ Tvar stromu urcen rozlozenim &astic
o Kazdy list obsahuje maximalné jednu Eastici

o Kazdy uzel obsahuje informaci o své hmotnosti a poloze svého tézisté

—
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Vypocet sily |

@ Zacina se od kofenu
o Pokud Rozmér uzlu s/ vzdalenost uzlu d > 6 =
e Vypocti sily od jeho potomki

@ Jinak zapocti silu od tézisté uzlu

S

—-

d
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Vypocet sily I

Presnost urcena parametrem 6 (opening angle):

@ 0 =1 originalni Barnes-Hut

@ 6 — 0 konverguje k pfimému vypoctu PP algoritmem

PFi pouziti makroCastic se pouziva “zmékéeni, silové interakce - vyhlazovani: 1 &astice ~
hvézdokupa

@ Potencial 1/r — 1/1/r? + €2, Eastice o poloméru €
@ Zamezuje vzniku nefyzikalnich “dvojhvézd,

@ Snizuje nefyzikalni ohfev

S

[

d
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Poznamky

|x]—o00

0
@ Jiné okrajové podminky - komplikované, ale mozné s vyuzitim fiktivnich naboja a dipdla
na okrajich - boundary integral

e Prirozené jsou “oteviené, okrajové podminky: ¢(x)

e Vypocetni narocnost O(N, log(N,))
@ Rychla multip6lovad metoda uchovava v kazdém uzlu vic informace - multipélovy rozvoj
potencialu - narocnost O(N,)
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PM particle-mesh algoritmy (PIC)

Stépan Roucka (MFF UK) Moderni pocitacova fyzika | (NEVF160) 752022 17 / 46



Pripomenuti Particle-In-Cell

@ Diskretizace v prostoru poloh — Castice maji efektivné konecny rozmér dany vahovou funkci
@ Mohou byt rtizné dimenze modelu v polohach a rychlostech, napf 1D1V, 1D3V, 2D3V,...

Spojity prostor Vzorkovani

Diskrétni mriz

Pohyb ¢éstic

r(t)-r(t+At)

Monte Carlo srazky

—-[ Vypocet p; |—>

Interpolace

<—| Vypocet F(x) 1-—

Redeni Poissonovy rce
(A@)j=-pjil€o

Vypocet gradientu
E,-I-=-(VU),»,-

Terminologie

Dimenze mrize d

Pocet uzlti mfize Ng = n
Pocet castic plazmatu Npjasma

Pocet castic v simulaci N, = Npjasma/ W)

d e Vzdalenost uzlt h

e Objem Bunky Vj,

o Jednotkova matice /

Stépan Roucka (MFF UK)
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|
Priklad: 1D PIC algoritmus pro vypocet sily

e Vzorkovani p(x) — p;

W,
pi = 7: Z Gk Ssamp (XK — Xi)
k=1

@ Poissonova rovnice i n N N
f1 =200+l pf

h? e
i 1 i 1
n __ i+ i—
Er— it Titt
h
@ Interpolace
Ng
n n n
F(x¢) = ak E Sinter (X — Xi) Ej
i=1
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PIC algoritmus - Vahové (tvarové) funkce

Hierarchie vahovych funkci W = M(x/h) * S(x)
Obdélnikova funkce M(x) =1 pro x € [-1/2,1/2], jinak 0

NGP
@ Nearest grid point (NGP)
X | | |
W(x)="n (E) 1 1 A
e Cloud in cell (CIC) C'C/\
1 X X
— — — — |
W(X)_hn(h)*n(h) “h 0 h
@ Triangular shaped cloud (TSC) e

o= S 7 N
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PM algoritmus - Volba vahové funkce

PoZzadujeme zachovani hybnosti: Fof =0, Fio = —Fp1 =
@ Stejné schéma pro interpolaci a vzorkovani Wsamp = Winter
@ Symetrické diferencni schéma pro aproximaci derivaci
@ Funkce vyssich fadi maji nizsi rozliseni a mensi sum
Alternativné - metoda kone€nych prvki (Minimalizace akce)
@ Funkce vyssiho fadu pro vzorkovani nez pro interpolaci
e Exaktni zachovani energie, ale nezachovava hybnost

@ Castice plisobi sama na sebe
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PIC algoritmus - okrajové podminky

e Vodic
e Dirichletovy O.P. na potencial
o Neutralizuje/pohlcuje nabité Castice
e simulace obvodu

oy

Plasma

e PI azma b surface charge —

e Mohou byt Dirichletovy O.P. na potencial

e Injekce nabitych castic - ze zndmého rozdéleni nebo z
nezavislé simulace objemu

o Lze realizovat zrcadlovymi nebo periodickymi podminkami

@ Dielektrikum

e Plovouci potencial
e Akumulace nabitych Eastic na povrchu

[Birdsall 1991]
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-
PIC algoritmus - diagnostika

oy

Plasma

@ Nelze zaznamenat kompletni vyvoj modely

L e . s Lsurfacechar e i
@ Nutné predem specifikovat sledované veliciny o

o Toky castic vybranymi plochami - napf. proud na elektrodu

o Rychlostni / energeticka rozdéleni ve vybranych oblastech

o Snapshoty / snimky simulace - kompletni stav systému ve
vybranych casech

[Birdsall 1991]
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PIC algoritmus - Dalsi komentare

@ Srazky s neutraly - MC simulace, spojitd pozadovéa koncentrace
@ Coulombické srazky nabitych &astic - vzajemné, lokalni
e Vyuziti symetrie - vypolty ve valcovych / sférickych soufadnicich.

o Elektromagnetické kédy - plné Feseni MXW rovnic na rozdil od elstat vyse
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Reseni Poissonovy rovnice

e Uvazujeme metodu konecnych diferenci

Gi—1 — 2¢; + dit1

h2

o Lze zapsat jako KU = F

21 ¢1
1 —21 @2 _
i | T e

1 -2

@ Ve 2D blokova matice Kop
K—21 I
I K=2I1
oI K=20
I K-—21

__pi
€0
P1 o
P2 0
PN.—I 0
PN ON+1
Us F1
Uz Fa
Un Fa
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Obecné metody: pfimé / iteracni

Gaussova eliminace
e Pouzitelné pouze v 1D - Thomasiiv algoritmus O(Njg)
@ Ve 2D - narocnost O(Né) - nevhodné

Relaxaéni metody
e Pocatecni odhad ¢°

@ Jacobiho metoda (J)

gl — ¢iy T Ol n h pi
! 2 2¢q
o Gauss Seidelova metoda (GS)

41
gl = e N h?p
! 2 2¢0
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Princip relaxacni metody

o Systém KU = F, preconditioner P = K

@ P takové, aby slo invertovat, Jacobi - diagonala, GS - dolni trojahelnik
PU=(P-K)U+F
o lterace (iteraéni matice M = P~1(P — K))
PUkt1 = (P - K)Uc + F

Uk+1 = MU + P~F

@ Redukce chyby e, = U — Uy:
Pek+1 = (P — K)ek

ext1 = Mex

e Metoda konverguje, pokud spektralni polomér p(M) < 1
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-
Superrelaxacni metoda (SOR) |

@ Jacobi i GS jsou pomalé - pocet iteraci ~ Né/d
@ Successive OverRelaxation - SOR
@ Lze urychlit relaxaci zvétsenim relaxacniho kroku faktorem w

i—1 — 207 + o7 1 p2 P
2 2¢q

o7t = ¢ —wr
e Volba w - Cebysevovo urychlent
w® =1
WD =1/(1-p%/2)
W(t+1/2) — 1/(1— pzw(t)/4)
w®) = 2/(1+ /1 - p?)
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o Sachovnicovy vzor (odd-even ordering)
o Spektralni polomér (J) p = cos(w/n)

e Zabranuje poc. prekmitnuti



-
Superrelaxacni metoda (SOR)

o Potrebny pocet iteraci ~ N;/d

@ By overcorrecting from xy to xiy1, hand calculators noticed that they could finish in a few
weeks.

o Stile pomalé, ale jiz pouzitelné pro 2D PIC, kde je dobry poé. odhad.
Blokové metody
@ Successive Line OverRelaxation - SLOR
e Namisto bodu Fesi cely fadek (i nékolik Fadki) najednou (Thomasiiv algoritmus)

@ Urychleni konvergence o maly konstantni faktor ~ 2
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|
Cyklicka redukce

Na rozdil od pfedchozich metod vyuziva specialnich vlastnosti Poissonovy rovnice

e 1D priklad - rovnice pro 3 sousedni body
Gi—2 — 20;_1+0; =Fi1 (a)
Gi—1—20; + ¢it1 =F (b)
i — 2¢ir1 + dit2 = Fiq1 (c)

Sectenim fadkd (a) + 2 x (b) + (c) dostaneme

Gi—2 = 2¢j + Pito = Fi1 + 2F; + Fipa

Redukujeme mnozstvi rovnic na polovinu

Redukované rovnice maji stejny tvar a redukci |ze opakovat
Narocnost O(Ng log(Ng))

Stépan Roucka (MFF UK) Moderni pocitacova fyzika | (NEVF160) 752022 30/ 46



|
Cyklicka redukce 2D

@ Stejny postup lze aplikovat na blokovou matici ve 2D
Al Us b
U F:

PAﬂ l =7 A=k—2
Al : :
A Un Fn
o Sectenim fadka (a) — A- (b) + (c) dostaneme
Uiz — (A* =21)Uj + Uiyo = Fio1 + AFi + Fipy

e Matice (A% — 2/) uz je 5-diagonalni a dalsimi iteracemi roste zaplnéni
o Lze faktorizovat (A2 —2/) = (A — v21)(A+/2])
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Odbocka - vlastni ¢isla matice K

Analogicky ke spojitému pfipadu v 1D

0 Dirichletovy o.p. vlastni funkce jsou sin

Okrajové podminky spliuji: zx(p) = sm(,’\’,lfl)

Lze ovéfit a ziskat vlastni Cisla dosazenim do_diferenéniho vztahu:

zk(p—1) =2z (p) +zx(p+1) = sin(,‘\’,%ﬂ) {2 COS(N+1) 2]

Potom vlastni &isla

Ak = 2cos(,\fj:1) 2

. pk
zk(p) = \/ Wt sin( A1)

@ Normované vlastni vektory
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Rozsireni do 2D

anB - a1nB
@ Kroneckertiv souéin AQ B = :

aniB a,,i,B
e Matici 2. derivaci ve 2D (na Ctverci) lze zapsat jako Kop = K® 1 4+ 1 ® K
@ Potom vlastni ¢isla

@ Vlastni vektory
ziu(p, q) = zk(p)z(q)
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Metoda Fourierovy transformace |

Ve spojitém pfipadé:
o f(k) = [pf(x)e 2™dx, df — omkf(k)
@ Poissonova rce:
—4m? (k2 + k2)p = —

S "D>

Funguje to i v diskrétnim pripadé? DFT

@ Potencial Ize rozlozit do Fourierovy F.:

1

n
_ 7 2mpk/N
= — K€

N p ¢

Pp

=1

@ Specialné pro 0 Dirichletovy o.p. Ize pouzit DST:

N
2 s
(bp:iN—i—l E ¢ksm(—,’\’,k+1)
k=1
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Metoda Fourierovy transformace ||

@ DST ve vektorovém zapisu s uzitim bazovych vektord DST:

@ Vidime, ze bazové funkce DST s jsou shodné s vlastnimi vektory \x odpovidajici matice
druhych derivaci K. Proto:

@ Fourierova transformace matice K je matice vlastnich Cisel A
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Metoda Fourierovy transformace Il

@ Fourierova transformace matice K je matice vlastnich Cisel A
@ Diskrétni Poissonovu rovnici Ize transformovat:

Ke=F T Ré=F — A=

@ Inverze A je trividlni a dostdvame FeSeni v k-prostoru

~

ok =p /[QCOS(NH) 2
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Metoda Fourierovy transformace IV

@ Vypocetni narocnost odpovida narocnosti FFT: O(N log(N))
@ Snadné zobecnéni do 2D a 3D
@ Jde o specialni pfipad spektralni metody
e Transformace soustavy do baze vlastnich vektori—obecné pomalé, ale FFT je rychlé
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|
FACR

Fourierovu transformaci Ize kombinovat s cyklickou redukci
I krokdi cyklické redukce nasledovanych FT — metoda FACR(/)
V 1D ma redukovany systém stejnou strukturu — jednoduché

Ve 2D, napf. po jedné iteraci je rovnice pro x fadek mfize
Ui_» — (A2 — 2/)U,' + U,'_|_2 = F,-/

Matice L = (A? — 2/) ma diagonélni FT — Ize prevést na

Ui — LO; + 0i+2 = /:_,-/

Jde o nezavisly tridiagonalni systém pro kazdou frekvenci ve sméru y

Rychlé feseni Thomasovym algoritmem
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FACR(*)
o Existuje idealni volba poctu iteraci CR — minimalizace poctu operaci
e Priblizné r ~ log, log, n
@ Pocet operaci

45Ng |0g2 |0g2 Ng
@ Znaceni FACR(*)
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|
Multigridy — konvergence Jacobiho metody

Problém Jacobiho metody — pomala konvergence. Napf v 1D:
@ Preconditioner — diagonalni matice P = —2/
o Iteragni matice M = P~Y(P - K) =1 + K /2
e Pripominka — vlastni isla K: \((K) = 2cos(,\ﬁfl) 2
e VI. ¢. iteralni matice

Ak(M) = cos( N+1)

o Nizkofrekvenéni, ale i vysokofrekvenéni chyby konverguji pomalu
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|
Multigridy — vyhlazovani

@ Vyhlazovani - smoothed Jacobi (SJ),
M=1-wD'K=1+wK/2, 0<w<]l

e VI. ¢. (SJ) (obrazek)

(M) =1 —i—wcos(,\ﬁrl) —w
@ Pro obvyklou volbu w = 2/3, vyhlazovaci faktor 1/3

pe1 | PP TN hPpi
¢ = +
3 3eg

e Kvalitni vyhlazeni je zabranuje aliasingu (!)
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|
Multigridy — princip

o Konvergenci Ize urychlit pfechodem na hrubsi mfiz
o Vyskofrekvenéni chyby se vyhlazuji na jemné mfizi
o Nizkofrekvenéni chyby se odstranuji na hrubé mrizi

o Prechody s pomoci operatori restrikce R a prolongace P
@ Hierarchie mf¥izi, vzorkovani h, 2h, 4h, . ..
Priklad v 1D
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-
Multigridy — v-cyklus

Postup FeSeni soustavy Au = b
© Neékolik iteraci vyhlazovani (proti aliasingu)
© Restrikce residua r, = b — Aup na mtiz 2h podle rpy, = R,%hrh
© Vypocet chyby v potencidlu AxpExp = rap (pFimy nebo iteracni)
@ Prolongace E, = Pfh a korekce potencialu up — up + Ep
© Vyhlazovani

Redukovani matice
Asp = R2ALPH
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-
Multigridy

Slozitéjsi cykly - V-cyklus, W-cyklus, FMG

Pracuje se s korekcemi E namisto potencialu u

Lze ukazat redukci chyby v jedné iteraci ~ 1/10
o Nezavisle na velikosti mfize
e lIterace na hrubych mfizich jsou levné
o Narocnost O(N) pro dosazeni dané chyby

Ditlezitou soucasti MG je pfimy fesi¢ na hrubé mfizi

Pouzitelné pro obecné operatory a libovolné geometrie
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Metody pro ridké matice

@ Obecné maticové metody

@ Vhodné jako pfimy solver pro multigridy (také zvladaji obecné geometrie a typy rovnic)

@ Minimum degree algoritmy - hledaji permutaci A tak, aby pocet nenulovych prvki pod
diagonalou byl minimalni

Knihovna UMFPACK

@ Transformuje matici A = PRAQ, P, Q: permutaéni matice, R: diagonalni skalovaci
matice

@ Minimalizuje pocet nenulovych prvkia v LU = A’
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Knihovna UMFPACK

Postup reseni
O Analyza struktury matice, P, R, Q
@ Vypocet rozkladu LU
© Vyreseni rovnice Ax = b — rychlé
Datové struktury — row-indexed storage (Yale format)
@ Ax: hodnoty nenulovych prvki
o Ai: radkové indexy i

@ Ap[j]: pocet nenulovych prvki v prvnich j Fadcich — index j-tého fadku v polich Ax, Ai
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Knihovna UMFPACK
Priklad 2D Poissonova rovnice v UMFPACKu

1= 0;

i<param.x_sampl; i++) //cislo radku
; j<param.z_sampl; j++) //cislo sloupce
k = j + param.z_samplxij;
if(grid.mask[i][j]1==FIXED || grid.mask[i][j]==FIXED_RF)

// elektrody a okraje

Ax[1] = 1;
Ai[1]1 = k;
Ap[k+1] = Aplk]+1;
1++;
¥
else
{
Ax[1] = Ax[1+1] = Ax[1+3] = Ax[1+4] = 1.0;
Ax[1+2] = -4;
Ai[1] = k-param.z_sampl;
Ai[1+1] = k-1;
Ai[1+2] = k;
Ai[1+43] = k+1;
Ai[1+4] = k+param.z_sampl;
Ap[kx+1] = Ap[k]l+5;
1 += 5;
}

b

(void) umfpack_di_symbolic (n, n, Ap, Ai, Ax, &Symbolic, NULL, NULL) ;
(void) umfpack_di_numeric (Ap, Ai, Ax, Symbolic, &Numeric, NULL, NULL) ;
umfpack_di_free_symbolic (&Symbolic) ;
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