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Modelovani systémi& mnoha castic

Osnova kurzu
@ Prehled problematiky

o Metoda Monte-Carlo — Rovovazné modely,
Markovovské fetézce, kinetické Monte-Carlo

o Metoda molekularni dynamiky — Integrace
pohybovych rovnic

e Efektivni vypocet silové interakce — Stromové
algoritmy, Particle-in-cell, feSic¢e Poissonovy rovnice

@ Spojité modelovani — stru¢ny pfehled zakladnich
rovnic, podminky pouzitelnosti

@ Spojité-casticové hybridni modely — kvalitativni
pFehIed [wikimedia: Andromeda galaxy]

e Optimalizace programi — profiling, vektorizace,
paralelizace, GPU
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Molekularni dynamika (MD) vs Monte-Carlo (MC)

Molekularni dynamika
@ Vyvoj systému dle pohybovych rovnic
@ Termalni interakce s okolim komplikovana

o P¥ilis rozdilné Casové skaly komplikované - nap¥ vzacny proces na pozadi rychlych kmitt
krystalové mrizky

@ Vypocet sil narocny

Monte-Carlo
@ Generuje nahodné konfigurace systému a pocita jejich pravdépodobnost realizace
@ Idealni pro vypocet stfednich termalnich hodnot
@ Umozhuje studium "pomalych" procesii
°

Lze studovat i dynamiku
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Modelové systémy

Klasicky spojity systém

e N ¢astic popsanych spojitymi souradnicemi (napf. rV, pN) ve fazovém prostoru
o Potencialni energie typicky dana parovymi interakcemi

U= Z u(2)(r,-,rj)
i<j

@ Ale pracujeme i s viceCasticovymi interakcemi (napf. indukovany dipélovy moment
molekul) a anizotropnimi potencialy (napf molekul nebo planet...)

e Napfiiklad gravitaéni/coulombicka interakce, potencial tuhych kouli, nebo
Lennard-Jonestiv potencial

=)~ ()]
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Klasicky spojity systém - priklady

Hvézdokupa
@ lzolovany systém — mikrokanonicky soubor, NVE
@ Vysoce nerovnovazny (separované hvézdy diky kinetické energii)

@ Vhodny popis molekularni dynamikou

Molekula/cluster ve vakuu
@ lzolovany systém — mikrokanonicky soubor, NVE

@ Rovnovazny - viechny konfigurace s energii E maji stejnou pravdépodobnost

m(rV, p") = const. x s(H(rN, pV) — E)

@ Opét vhodngjsi MD - v MC je problém zachovat energii
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Klasicky spojity systém - priklady

Molekula v tekutiné/plynu
@ Vyména energie s okolim — termalizace — kanonicky (Gibbstv) soubor, NVT

@ Rovnovazny - hustota m dana Boltzmannovym rozdélenim

 exp(—BH(rV, pM))
e = =7

viechny konfigurace s energii E maji stejnou pravdépodobnost

o Lze aplikovat molekularni dynamiku i Monte-Carlo
e V MD nutny termostat

Molekuly v tekutiné, chemické procesy
@ Vyména energie a Castics okolim — grandkanonicky (Gibbstiv) soubor, uVT

@ Rovnovazny - hustota 7 opét dana Boltzmannovym rozdélenim

o Lze aplikovat molekularni dynamiku i Monte-Carlo

4
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Modelové systémy

Klasicky mfizkovy model
@ n Castic popsanych diskrétnimi soufadnicemi
e Napriklad Isingtiv model feromagnetika - viz pozdgji

o Kinetika tenkych vrstev - také pozdéji

o Mrizkové modely plynd, atd...
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Modelové systémy

Optimaliza¢ni alohy
@ nefyzikalni aplikace

@ Obchodni cestujici, navrh procesort, internetové vyhledavani, atd. ..
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MC modely - problém vzorkovani

e Obvykle nas zajimaji termalni stfedni hodnoty - uzijeme MC integraci.
@ Naprosta vétsina ndhodné vytvorenych konfiguraci je extrémné nepravdépodobnych
@ Je nutné preferencné vzorkovat "zajimavé oblasti" - dilezitostni vzorkovani

Figure 3.1: Measuring the depth of the Nile: a comparison of conventional
quadrature (left), with the Metropolis scheme (right).

[Frenkel & Smit: Understanding Molecular Simulation]
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Zaklady metody Monte Carlo
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Pocatky metody Monte Carlo

Enrico Fermi - FERMIAC ~ 1048
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Monte Carlo (MC) - priklady

@ Princip MC — vyhodnocovani parametrii za vyuziti nahodného vzorkovani.
Znaceni
@ x; ~ X nahodné vybrana proménna x; z rozdéleni X
e U(a, b) rovnomérné rozdéleni na intervalu [a, b]
o N(u, %) Normalni rozdéleni
o E,.x[f(x)] = Ex[f(x)] Stfedni hodnota f(x) podle rozdéleni X (under distribution)

Priklad: stfedni hodnota funkce Skutecna hodnota
1 b
f(x) Ey(a,plf(x)] = P f(x)dx
a
|| | | Odhad z n vzorka
1 T T 1 — leif(x_)
a xi~U(a,b) b "o
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MC - jiny priklad

@ Simulace trochoidalniho elektronového spektrometru

B ®E

o Kazdy vzorek je uzitecny pro uréeni st¥. hodnoty (pfi vhodné pocatecni hodnoté)

o Priklad dtlezitostniho vzorkovani
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Odhad chyby MC

Zkoumana veli¢ina

Ep[F(x)] = / F(x)p(x) dx

MC aproximace (konzistentni, nevychylena...)
1 n
fo==9Y f(x i~
n= Z; (x)  xi~p
i

Rozptyl MC aproximace

n

Var[f,] = Var [j; Z f(X,-)] = % Z Var[f(x;)] = %Var[f(x)]
i=1

i=1
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Dalezitostni vzorkovani - Snizeni chyby MC

Je vhodné snizit varianci vzorkované veli€iny f(x), nebot

Var[f)] = %Var[f(x)]

Lze dosahnout volbou jiné vychozi distribuce nez p:

E 001 = [ Fple) ) de = B | 700 20

Pokud p = U (rovnomérné rozdéleni), tak h by mélo spliiovat
@ ho |f(x)]
o f(x)#0=h>0
e Asymptoticky nesmi h < |f(x)]

Jak generovat x ~ 7
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MCMC - Monte Carlo Markov Chains

Doposud: Ordinary Monte Carlo (OMC) — pfimo generované nezivislé x;
Nyni - Markovovské fetézce - sekvence ndhodnych hodnot
Znacime Xi, X5, X3, ... ndhodné proménné; xi, x», x3, ... konkrétni hodnoty

o Nemaji pamét: Pr(Xpi1 = Xnt1|Xn = Xny ..., X1 = x1) = Pr(Xpq1 = xp+1| Xn = xn)
o Urcené pocatecnim rozdélenim Pr(X; = x1) a matici pfechodu Pr(Xpi1 = xp41|Xn = xn)
@ Zna&ime Pr(X,11 = X/| X, = x) = Pp(x — x')
@ Specialné pro diskrétni ndhodné proménné mtZeme znadcit
Palxi = x5) = Pa(i — j) = P = P

i—j
statické dynamické
@ P,(x — x') nezavisi na n @ Pn(x — x’) mtze zaviset na n
e X, vzorkuje rovnovazné rozdéleni e X, zavisi na n - studium dynamiky
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Statické MCMC
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Statické MCMC

Casto je obtizné vytvorit generator n.p. ze zkoumaného rozdéleni I
Je jednodussi vytvofit matici prechodu, kterd zachovava I
Rozdéleni X, potom konverguje k Il

Podminky:

Diskrétne
e Stacionarita
o M;P; = ;P;
Nx)P(x = x') = N(X)P(x" = x) ;Pgséitérjneﬂrovnice pres i:
(detailni rovnovéha, o
o > MiPy =3 Pji. LS: maticovy

mikroreverzibilita...) B e )
. o . soucin, PS: stochastickd matice
o Ergodicita - aperiodicky, rekurentni,

ireducibilni (propojeny) e MNP =T1. Stacionarni stav je vl.

vektor matice pfechodu
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Metropolistiv Hastingstiv algoritmus |

Jak vytvorit matici prechodu, ktera zachovava I1?
Podminku stacionarity lze zapsat jako

Definujeme g a A jako

P(x = x') = g(x = x') A(x — X)

proposal acceptance
Podminka stacionarity potom je

A(x — x') _ N(x") g(x — x')
A(x" — x) MN(x) g(x’ — x)

r(x,x’)—-Hastingstiv pomér
A lze ji splnit nezavisle na g, pokud zvolime
A(x = x') = min{L; r(x,x")}
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Metropolistiv Hastingstiv algoritmus ||

Jeden krok MH algoritmu potom je
o Generujeme x’ z g(x — x’)
o Prejdeme do stavu x’ s pravdépodobnosti A(x — x')

Vyhoda MH algoritmu: nepotfebujeme znat normované IM(x), staéi pomér MN(x")/M(x)

Ptiklad: Boltzmannovo rozdéleni M(x) = 1 exp(— E(X))

Z =7 exp(— ( )) je obtizné zjistitelné pro velky systém, ale

2 -en (2552)

je snadné

Stépan Roucka (MFF UK) Moderni pocitacova fyzika | (NEVF160) 752022

20/ 42



Metropolistiv Hastingstv algoritmus |11

Specialni volba g: g(x — x’) = g(x’ — x) se nazyva Metropolisiiv algoritmus.
e Typicky X' = x+¢e; e~ N(0,0)
e Vhodné volit o tak, aby N(x,0) ~ I
@ Lze diagnostikovat podle poméru zamitnutych pokust:

° ,é — 1: o prilis malé - pomaly pohyb ve stavovém prostoru
e A — 0: o prilis velké - jednim krokem preskocCime celé Il

o Idedlné A ~ 0.23 pro vicerozmérné gaussovské rozdéleni I1

A(x — x) = min {1; exp <—ff> }

Boltzmannovo rozdéleni:
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Priklad: Isingtiv model |

“Jednoduchy, model feromagnetika
@ Spiny 0 € {—1;1} definované na mfizi s N prvky

@ Paralelni konfigurace sousednich spinid a zaroven paralelni s vnéjsim polem H je vyhodna:
N
H= —JZU,’O'J‘ - HZO’,‘
(i) i

(i,j) oznaCuje pary nejblizsich sousedi, J > 0 interakéni konstanta
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Priklad: Isingtiv model I

“Jednoduchy, model feromagnetika

N
H = —JZU,‘O’j — HZO‘;
(i) i

@ Obsahuje fazovy prechod
o Metastabilni stavy
e Magnetizace M =) o;

P{

T. T
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Priklad: Isingtiv model IlI

Simulace MH algoritmem s Gibbsovym vzorkovanim - v kazdém kroku manipulujeme jen s
jednim prvkem N-rozmérného stavového vektoru - preklapéni spinu.
Testovaci model pro

o Fazové prechody
o Metastabilni stavy

o Modely kondenzace a vypafovani tekutin
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Odhad chyby a konvergence MCMC

Rozptyl korelovanych dat: )
Varp[fo(x)] = 0?/n

o
o? = Var[f(X1)] +2 ) covn[f(X1), F(X))]
i=1
Batch means - priméry podmnozin o délce b. ..
Otazka konvergence - tézka
@ Moznost pseudokonvergence
@ Batch means musi byt nekorelované
o Lze zkou3et riizné startovaci polohy x;
@ Jiné vzorkovani

@ Spolehlivé je pockat...
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Priklad - Google PageRank

Fiktivni Google bot nahodné& prochazi cely web. V kazdém kroku
@ s 85% pravdépodbnosti prejde na nadhodny odkaz
@ s 15% pravdép. prejde na Gplné ndhodnou nesouvisejici stranku.

Markovovsky Fetézec - rovnovazné rozdéleni je PageRank (pravdépodobnost nastévy stranky)
Lze resit maticové - Hledany PageRank x je vlastnim vektorem matice prechodu A,

x = Ax

http://www.mathworks.com/company/newsletters/news_notes/clevescorner/oct02_cleve.html
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Simulované zihani
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Simulované zihani

Myslenka vyuziti MCMC pro minimalizaci slozitych funkci
o Kirkpatrick et al. 1983 a Vladimir Cerny 1985 (Kom. Uni. Blava)

@ Inspirace zihanim - zahfatim a naslednym zchlazenim materialu dojde k relaxaci -
minimalizace volné energie.

e Klasicky "Boltzmannovsky" algoritmus pro hledani zdkladniho stavu fyzikalniho systému -
pouzijeme MH algoritmus s vysokou teplotou a postupné "ochlazujeme"

o Prechod k dynamickému MCMC

@ Systém by mél skon¢it v zakladnim stavu pfi T = 0.

DOI:10.1007/BF00940812 Cerny 1985, Traveling salesman

DOI:10.1126 /science.220.4598.671 Kirkpatrick et al. 1983, Chip design
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http://link.springer.com/article/10.1007%2FBF00940812
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~ s

Simulované zihani - algoritmus

Optimalizovana velicina E, Pravdépodobnost prechodu g7 (s — s’), pravdépodobnost pfijeti
AT (AE), plan (schedule) T(k), stav systému s
@ S=95
@ pro k =0 : kmax
o T=T(k)

® Sproposal ™~ g(s — 5/)
o pokud At(E(Sproposal) — E(s)) > u ~ U(0,1)

@ S = Sproposal
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Simulované zihani - parametry

Klasicky algoritmus - Boltzmannovské Zihani, napodobuje fyziku
o At =~ exp(—AE/T)
o g7 = (2nT) P2 exp(—Ax?/2T)

Je zarucena konvergence pro

Obcas se pouziva
T(k) = Toexp(—ek)

simulované kaleni (7 quenching), vysledek nedefinovany - $patné
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Rychlé simulované zihani - parametry

Cauchyho rozdéleni skoki s velkymi chvosty - rychlejsi vzorkovani celého prostoru parametri
o Ar = exp(—AE/T)

_ T
® 81 = (Ax2 1 T2)(DFD)/2

Je zarucena konvergence pro

Existuje velmi rychlé zihani (Ingber, JMCM, 1989)
T (k) = Toexp(—ek)

a rada dalsich variant Do1:10.1016/0895-7177(93)90204-C Ingber 1993
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Simulované zihani - aplikace

o Fyzikalni modely, hledani zakladniho stavu systému - statisticka fyzika, materialy

@ Obecna optimalizace, problém obchodniho cestujiciho - navrh propojeni procesort atd...
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Kinetické MCMC
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Kinetické/dynamické MC

Rozdéleni neni v rovnovazae: I — 1,

Typicky spojity ¢as: Markovovsky fetézec (n) — Markovovsky proces (t)

Popsano fidici rovnici (master equation)

dzjgt) =Y mi(R; = wi(tR;

d Jj

Pokud mél vychozi systém spojité fyzikalni stavy, musime provést diskretizaci prostoru
stavii (napfiklad spojity pohyb atomu — skoky na mfizi.
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KMC priklad 1 - pohyb atomi na povrchu

ok oglo

7

» & | O

Andersen et al. 2019 DOI: 10.3389/fchem.2019.00202

e Prechod od MD vypoctu na PES — identifikace stacionarnich stavil a rychlosti prechodd
(elementy R;;) — KMC simulace.

o Nap#: mfizka 100 x 100 — 10000 prvkii stavového vektoru — 210000 ~ 2 5 103010
moznych konfiguraci a (210990)2 ~ 4 x 109920 prvki prechodové matice

@ Nutné dalsi zjednoduseni - lokalnost - napf. v kazdém kroku se pohne pouze jeden atom
maximalné o jednu pozici — pocet nenulovych prvki R ~ pocet atomi.

o Lokalnost + Symetrie — Pravdépodobnost pfechodu zavisi pouze stavu v nejblizsim okoli
- pouze napf 6 riznych hodnot Rj;
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|
KMC priklad 2 - MCC - Monte Carlo Collisions v simulaci plynu

j t —> 3! W)

T3

@ Slabg vazané plazma - spojity pohyb a interakci s okolim Ize separovat na volny pohyb ve
stfednim potencialu a ob&asné srazky.

o Predpoklad molekularniho chaosu - polohy astic jsou nekorelované — pravdépodobnost
srazky zavisi pouze na rychlostech a lokalni koncentraci

kij
o pi: X+B—=C+D; Rj=kjBl=1/7
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KMC - implementace

Rozdéleni ¢asu mezi udalostmi EXP(R;;), f(7;) = Rjj exp(—R;7)
Generujeme 7 = —(1/R;;)In(&), & ~ U(0,1)
Lze simulovat jako diskrétni markovovsky proces s pravdépodobnosti udalosti
1 — exp(—RjjAt)
Razné postupy vypoctu:

e Proménny €asovy krok 7 ~ EXP(w)

@ Direct method (Tota1 @ vybér reakce 2RN), First reaction method (min{7x} n RN), Next
reaction method (viechna 7 v paméti),

e Fixni kratky Casovy krok, kazda reakce probihd s Pr~ 1 — exp(—wAt)
e Fixni dlouhy casovy krok 7 (7-leaping), kazda reakce probihad k-krat v casovém kroku

Pr(k) = (WkT!)k exp(—wr); x' = x + ks

https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC3492891/
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MC zpracovani dat
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Testovani hypotéz

Frekventistické, Pr:

Right-tail test

Ha: > value

is more probable

o Nulova hypotéza, Hy: data jsou z urcitého rozdéleni
napf x1 ... x, ~ N(u,0?)

o Chyby typu | (zamitnuti Hp) a Il (pFijeti Hp)

o

Left-tail test
is more probable

Ha: < value

5

@ Zvolime hladinu vyznamnosti (signifikance) a
pravdép chyby | druhu

is more probable
Two-tail test

Ha: u # value

a

Test

o Vypoditame statistiku 6 z nasich dat
@ Generujeme nahodna data podle hypotézy Hy a vypocteme jejich rozdéleni statistiky 6

@ Pro rozdéleni 6 urCime kvantily (o, 1 — o, nebo /2 a 1 — a/2 pro levo-/pravo-/obou-
stranny test)

o Pokud éje extrémnéjsi nez urené kvantily, zamitame Hp s hladinou vyznamnosti «.
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Testovani hypotéz Il

@ Pozor na sekvenéni testovani - nem(izeme nabirat data, dokud nedostaneme signifikanci

@ Multiple comparison problem, alpha spending, Bonferroni correction. . .
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|
Bootstrap

Pf: z naméfenych dat xi ... x, uréime . Jaky je rozptyl a intervaly spolehlivosti pro 67
o Generujeme bootstrapovy vybér xj ... x; ndhodnym vybérem s opakovanim z xg ... x,.
o Z bootstrapového vybéru uréime §*.
@ Opakovanim procedury uréime rozdéleni 6.
°

Z rozdéleni ur¢ime hledané parametry.
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Priklady na cviceni

@ Generujte ndhodnou proménnou x; ~ 0.3N(0.1,0.1%) + 0.7N(0.5,0.07%)s pomoci
Metropolisova algoritmu

e Porovnejte riizné volby kroku

@ Najdéte globalni minimum funkce
x2 — cos(20(cos® (4x) — 1))
© Nebo sin(1/abs(x + 1071¢) 4- 100x) + sin(10x)? + 0.1x?
o Hladovym (greedy) algoritmem
e Simulovanym Zihanim

potencialy

o Reseni problému obchodniho cestujiciho

e Dalsi aplikace podle vlastni volby... Isinguv model feromagnetika: M-H krivky; Libovolny
(PIC, fluid, hybrid) model plazmatu; Fyzikalni aplikace strojového uceni; Stromovy
algoritmus pro vypocet sily...
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